SCHWENTKER, Friedhelm: Zur Methodik rdumlicher Prognosen nach dem
Kriging-Ansatz

1+ Problemstellung

Mit den st8ndig wachsenden Einsatzmbglichkeiten der EDV gewinnt
der Aufbau r&umlicher Informationssysteme insbesondere auch im
Bereich der Raumplanung zunehmend an Bedeutung (PETZOLD,1982).
Diese Informationssysteme arbeiten auf der Grundlage raumvarian-
ter Daten wie sie etwa Bodenkennwerte oder hydrologisch relevante
Variable darstellen. Die entsprechenden Werte werden in der Regel
an rédumlich ungleichméBig verteilten MeBstationen erhoben. Réum=-
liche Informationssysteme arbeiten hingegen meist mit gerasterten
Daten, Hieraus ergibt sich die Notwendigkeit zur r&umlich gleich-
méBigen Verdichtung punkthafter Informationen: Die vorhandenen
MeBwerte miissen auf Rasterbasis interpoliert werden. Eine weitere
Aufgabe stellt sich in der Berechnung flichenbezogener Daten

- z,B. des Gebietsniederschlages - auf der Grundlage punktbe-
zogener Daten.

Fir die LOsung dieser beiden Aufgaben sind verschiedene Verfahren
entwickelt worden, unter denen Trendoberfldchenanalysen und die
Ermittlung von Gebietsmittelwerten mit Hilfe von Thiessen-FPoly-
gonen zu den bekanntesten zihlen. Einen Uberblick iiber diese

und weitere Methoden gibt STREIT (1981a).

2. Der Kriging-Ansatz

Im folgenden so0ll der Kriging-Ansatz als eine alternative geo-
statistische Methode vorgestellt werden. Dieses r&@umliche Prog-
noseverfahren, das auf lagerstdttenkundliche Arbeiten von KRIGE
(1951) zuriickgeht, wurde maBgeblich in den 70- und 80-er Jahren
von MATHERON (u.a. 1965,1973) weiterentwickelt.

2.1. RBumliche stochastische FProzesse

Ausgangspunkt der Uberlegungen ist eine mathematisch-statistische

SCHWENTKER, Miinster 339



Begriffsbildung zur formalen Beschreibung raumvarianter Prozesse.
Jede in einem zuvor definierten Bereich B mit einem Ortsvektor X
variierende Variable z wird als regionalisierte Variable z(%) mit
% ¢B bezeichnet, Ein einfaches Beispiel fiir eine regionalisierte
Variable ist die rdumliche Niederschlagsverteilung in einem
FluBeinzugsgebiet,

Um statistische Methoden anwenden zu konnen, faft man den Variablen-
wert z(?) fiir beliebiges aber festes F €B als Realisation einer
Zufallsvariablen %(X) auf. Die Menge

{z(®), % eB} (1)
bezeichnet man als rdumlichen stochastischen Progzel. Die Menge
der punktbezogenen MelBwerte

{z(?i), Q&c B fiir i=1,+..,0} (2)
kann in diesem Zusammenhang als doppelt endliche Stichprobe
dieges Prozesses angesehen werden. In der Regel liegt nur eine
Realisation z(?}) der Zufallsvariablen Z(?i) fiir ein festes 31
vor. Somit lassen die Stichprobenwerte keine Riickschliisse auf
die Wahrscheinlichkeitsverteilung von Z(¥) zu. Hieraus ergibt
sich die Notwendigkeit, a priori gewisse Annahmen iiber den r&um-
lichen stochastischen ProzeB (1) zu setzen.

Die Annahme schwacher Stationarit&t beinhaltet die beiden folgen-
den Bedingungen:

E[Z(?)} = const (3a)

Cov(Z(2),z(2+1)) = C(R), B = Inkrement-Vektor. (3b)
Diese Forderungen besagen insbesondere, daB der Mittelwert von der
Lage unabhéngig ist und die Kovarianz nur von der relativen, nicht
aber von der absoluten Lage im Raum abhZngig ist. Die etwas
schwichere Forderung der intrinsischen Hypothese ermdglicht die
Definition des Semi-Variogrammes K(?):

B[2(X) - z2(F+B)] = 0 (4a)
Var(z(2) - 2(R+R)] = 25(R) vaw. (4D)
E[(2(R) - 2(2+B) f] = 2x(1), (4¢)

d.h. 23(3) ist gleich der mittleren quadratischen Wertedifferenz
fiir die Punktepaare (2,2+H).

2.2. Berechnung des Schitzwertes

Kehren wir nun zun&dchst zu den beiden anfangs erl8uterten Frage-
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stellungen zuriick. Gesucht ist im Fall der riumlichen Interpo-
lation fiir einen vorgegebenen Punkt ?b ein Schdtzwert z; = z‘(f;}
fiir den Wert z(?o). Im anderen Fall ist der Schitzwert z; = z*(Go)
fiir den Gebietsmittelwert z(GO) zu bestimmen, wobei G0 das in
Frage stehende Gebiet bezeichnet. In beiden F&llen besteht die
.&usgangsinformation nur aus der Menge der MeBwerte (2). Als Schitz-
wert z wahlt man eine Linearkombination der n MeBwerte

- 2,22), (5)
wobel die Koeffizienten a; so zu bestimmen sind, da8 z: der best
mégliche Schitzwert im Sinne eines definierten Giitekriteriums ist.
Dieses Giitekriterium besagt, daB der Schitzwert erwartungstreu
und optimal im Sinne einer minimalen Fehlervarianz sein soll:

[z, - 23] = 0 (6a)

Varl:z - z‘:l minimum, (6b)
Die erste Bedingung ergibt

E: a; = 1. (7)

Um dfb zweite Bedingung umsetzen zu kinnen, verwendet man einen
allgemeineren Satz von MATHERON (1965), der den Zusammenhang
zwischen der Fehlervarianz und dem zuvor definierten Variogramm
unter Annahme der intrinsischen Hypothese herstellt.
Flir die Varianz des Fehlers, der bei der Ubertragung des Wertes z(B1)
fiir einen Bereich B1 auf einen Bereich B2 mit dem unbekannten Wert
z(B,) entsteht, gilt:

var(z(B,) - 2(3,)] =I%‘_ﬁ?§l Sd_xj\g(x-x‘)dx|

B, B,

- I%P_ §2dx ‘é;r(x—x')dx‘
-F:-ri Sufx(x-x')u' (8)

B B
1 1
Diese Formel vereinfacht sich im Fall der rZumlichen Interpolation zu:

Var[Z —Z']-— yzaia B—(}?-f)+22‘ X(f—i’) (9)

ved LRA
bzw. bei der Gebletsmlttelwertblldung Zus
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Var([s, - z,] = ZZaia (2 -%;) + 2Z G—FSH-(;? -R)a2

t=A a»"ﬂ

i Fﬁ’ Sdg ;‘X(f-sz-)ai". (10)
< GO 0

Die Minimierung dieser beiden Ausdriicke fiihrt schlieBlich durch
die Einfilhrung eines Lagrange-Multiplikators zu dem folgenden
linearen Gleichungssystem

1 )

S+ =D (11)
mit:
/ /
bt s« i ?11} _; b.’m\i
s=|. s ol a={. ]| Dai. f
¥ni « o s Tam ! anf 3‘011;
9 (A

i1/

/

I}

wobei: ¥i; = Y(R-Ry)s Yoi = YRy-F) baw. = gir § y @D
0

GO
N = Lagrange-Multiplikator.

-1

Der Losungsvektor A = S - D enthdlt die zu bestimmenden Kriging-

Gewichte 2y
2,3+ Das Variogramm

Es ist somit unmittelbar klar, daB die Bestimmung des Variogrammes

g(ﬁ) von zentraler Bedeutung innerhalb des Kriging-Verfahrens ist.

Aus den vorhanden??‘MeBwerten 148t sich das empirische Variogramm
h

) = oytmy > (2(2,)-2(2;4)",

mit: N(R) = Anzahl der Wertepaare (z(%; ),z(i’ +R)), fiir die
?’+ﬂ bzgl. ?i ebenfalls ein Bezugspunkt der Stichprobe
ist.
berechnen.

Fiir die Berechnung des empirischen Variogrammes ist es erforderlich,
sowohl die L&nge als auch die Richtung des Inkrement-Vektors % zu
diskretisieren, denn zu beliebig vorgegebenem'i wird i.a. kein
IVHkt'?i aus der Stichprobe existieren, so daB z(ii+ﬁ) als gemessener
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Variablenwert vorliegt. Die Diskretisierung wird mit Hilfe einer
festzulegenden Distanzschrittweite und der Definition wvon Sektoren
vorgenommen, Auf diese Weise kOnnen sektorspezifische empirische
Variogramme berechnet werden, die die Identifikation einer aniso-
tropen Struktur des betrachteten rdumlichen Prozesses ermioglichen.

Der Kriging-/insatz setzt allerdings die Kenntnis des theoretischen
Variogramms {(ﬁj voraus. Da das theoretische Variogramm in aller
Regel unbekannt ist, ist seine approximative Bestimmung mittels
geeigneter theoretischer Variogramm-lModelle notwendig.

_)
(Iﬁl) =C_ + a.fﬂl y Sor R0
pOR1) §'(3)=0 0
mit: C0 = Nugget-Effekt

a = Steigung

.+ empirisch
____ theoretisch
d = Distanzschrittweite

—d—i
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1 2 3

*,_
\n
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Abb.1:Lineares Variogramm-Modell

Die Abb.1 zeigt ein isotropes, d.h. richtungsunabhingiges empi-

risches Variogram und das zugehfrige lineare Variogramm-Modell.

Eine Zusammenstellung moglicher theoretischer Variogramm-Modelle
findet sich in DAVID (1977) und DELHOMME (1978).
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Die theoretischen Variogramm-Modelle koénnen als MaB fiir eine dem
raumvarianten ProzeB innewohnende r&dumliche Erhaltensneigung ange-
sehen werden, die in der iiberzuf&dlligen Konstellation &hnlich hoher
Werte an benachbarten MeBpunkten zum Ausdruck kommt. Derartige
Persistenzeffekte konnen als Folge zeitlicher und/oder rd#umlicher
Transfer- und Speicherungsvorgénge von Masse und Energie verstanden
werden, die durch endogene Systemmechanismen gesteuert werden oder
unter Mitwirkung exogener Variablen entstehen, Ein anderes stati-
stisches MaB zur Erfassung rédumlicher Erhaltensneigungen sind raum-
liche Autokorrelationskoeffizienten. Diese bilden die Grundlage
weiterer stochastischer Verfahren zur Modellierung rdumlicher
stochastischer Prozesse (STREIT,1981b).

3. Vorteile des Kriging-Verfahrens

AbschlieBend sei noch auf spezifische Vorteile des Kriging-Verfahrer
hingewiesen.

Aus der Schitzfehlervarianz lassen sich im Fall der rd@umlichen Inte:
polation punktspezifische Konfidenzintervalle fiir den ermittelten
Schétzwert berechnen. Ebenso ist die Berechnung von Konfidenzinter-
vallen fiir den geschétzten Gebietsmittelwert moglich.

Die Angabe punktspezifischer Fehlergrenzen ermdglicht eine gezielte
Verbesserung der MeBpunktekonfiguration. Sie stellt zudem Prognose-
modelle, die auf der Grundlage der iiber den Kriging-Ansatz ermittel-
ten Werte erstellt werden, auf eine breitere Basis.
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